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Chapter 6
Teorema di validita`
Teorema 6.0.6. Se   ` G allora   |= G
Dimostrazione. Per induzione sulla definizione di derivazione.
Base. La derivazione consiste della singola formula G. Allora si ha che
G ` G. Banalmente abbiamo che G |= G, da cui   |= G, per ogni     {G}.
Supponiamo che G sia stata ottenuta mediante applicazione di una regola di
inferenza. Dobbiamo esaminare tutte le regole del calcolo. Faremo vedere solo
alcuni casi.
• Sia G ottenuta via applicazione di ^I, dunque G sara` della forma A ^ B
e la sua derivazione avra` la forma
 1···
A
 2···
B ^I
A ^B
ovvero  1 ` A e  2 ` B. Per ipotesi di induzione sappiamo che  1 |= A e
 2 |= B, da cui   |= A e   |= B , ove  1 [  2 ✓  .
Consideriamo una qualsiasi strutturaA tale che | |A = V ; allora dall’ipotesi
di induzione segue che |A|A = V e |B|A = V , quindi |A ^B|A = V per la
definizione 000.
• Sia G ottenuta via applicazione di! I, dunque G sara` della forma A! B
e la sua derivazione avra` la forma
 , [A]···
B ! I
A! B
ovvero  , A ` B. Per ipotesi di induzione sappiamo che   [ {A} |= B.
Consideriamo una qualsiasi strutturaA tale che | |A = V ; allora se |A|A =
V ne segue che |B|A = V poiche´  [ {A} |= B. Se |A|A = F , allora per la
definizione 000, |A! B|A = V .
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• Sia G ottenuta via applicazione di ¬E, dunque per qualche formula A, la
derivazione avra` la forma
 1, [¬G]···
A
 2, [¬G]···¬A ¬I
G
ovvero  1,¬G ` A e  2,¬G ` ¬A. Per ipotesi di induzione sappiamo che
 1 [ {¬G} |= A e  2 [ {¬G} |= ¬A, da cui   [ {¬G} |= A e   [ {¬G} |=
¬A, ove   ◆  1 [  2. Consideriamo una qualsiasi struttura A tale che
| |A = V . Se |G|A = F , allora |¬G|A = V e dunque dall’ipotesi di
induzione avremmo che |A|A = V e |¬A|A = V , da cui |A|A = F e questo
e` impossibile. Ne segue che |G|A = V .
• Sia G ottenuta via applicazione di 8I, dunque G sara` della forma 8xA(x)
e la sua derivazione avr`a la forma
 ···
A[t/x] 8I ove t non occorre in formule di  8xA(x)
ovvero   ` A[t/x]. Per ipotesi di induzione,   |= A[t/x]. Sia A una
struttura con dominio non vuoto D. Allora per definizione di conseguenza
logica, si ha in particolare che comunque si interpreti la costante t (se
| |A = V allora |A[t/x]|A = V ).
Poiche´ t non occorre in  , cio` equivale a
se | |A = V allora (comunque si interpreti la costante t, |A[t/x]|A = V ).1
Da cui
se | |A = V allora per ogni d 2 D, |A[d/x]|A = V .
Ne segue che
se | |A = V allora |8xA(x)|A = V ,
quindi   |= 8xA(x).
• Sia G ottenuta via applicazione di 8E, dunque G sara` della forma A[t/x]
e la sua derivazione avra` la forma
 ···8xA(x) 8E
A[t/x]
ovvero   ` 8xA(x). Per ipotesi di induzione,   |= 8xA(x). Sia A una
struttura con dominio non vuoto D. Allora per definizione di conseguenza
logica,
1Si ricordi che 8x(B ! C) $ (B ! 8xC), ove x non occorre in B, e` una verita` logica e
quindi la possiamo usare nella nostra metateoria.
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se | |A = V allora |8xA(x)|A = V .
Ci o` implica per la definizione 000, che per ogni d 2 D,
se | |A = V allora A[d/x]|A = V .
In particolare
se | |A = V allora A[d?/x]|A = V , ove d? e` l’interpretazione di t in A.
quindi   |= A[t/x].
• Sia G ottenuta via applicazione di 9E, dunque per qualche formula 9xA(x)
la derivazione avr`a la forma
 1···9xA(x)
 2, [A[t/x]]···
G 9E ove t non occorre ne´  2 ne´ in 9xA(x) ne´ in G.
G
ovvero tale che  1 ` 9xA(x) e  2[{A[t/x]} ` G, ove t non occorre ne´  2 ne´
in 9xA(x) ne´ in G. Per ipotesi di induzione, abbiamo che  1 |= 9xA(x) e
 2[{A[t/x]} |= G, da cui   |= 9xA(x) e  [{A[t/x]} |= G, ove   ◆  1[ 2.
Consideriamo una struttura A tale che | |A = V , allora in tale struttura
|9xA(x)|A = V e dunque per la definizione 000 esiste un elemento d 2 D
tale che |A[d/x]|A = V . Sia d? tale d. Dal fatto che   [ {A[t/x]} |= G si
ha in particolare che
comunque si interpreti t (se | |A = V e |A[t/x]|A = V allora |G|A = V ).
Poiche´ t non occorre in formule di   ne´ in G, cio` equivale a
se | |A = V e (esiste una interpretazione di t tale che |A[t/x]|A = V )
allora |G|A = V .2
Da cui se | |A = V e |A[d?/x]|A = V allora |G|A = V .
Poiche´, come abbiamo visto, |A[d?/x]|A = V , si ha che
se | |A = V allora |G|A = V . Quindi   |= G.
2Si ricordi che 8x((B ^D(x))! C)$ ((B ^9xD(x))! C), ove x non occorre ne´ in B ne´
in C, e` una verita` logica e quindi la possiamo usare nella nostra metateoria.
